Decent Algebra of a Graduated Bigebra  by Patras, F.
JOURNAL OF ALGEBRA 170, 547-566 (1994) 
L'algebre des descentes d'une bigebre graduee 
F.PATRAS 
CNRS URA 168, Muthimatiques, Pare Va/rose, F 06108 Nice Cedex 2, France 
Communicated by Michel Broui 
Received February 1, 1993 
L'etude de l'homologie et Ia cohomologie des H-espaces amene a dcfinir 
et etudier certaines families d'operations sur les bigebres. 
Un exemple suffit a comprendre les motivations topologiques con-
duisant a introduire ces operations: considerons une variete pointee (X, x) 
declasse C'', l·connexe. L'espace de lacets flxX est un H-espace. Son 
algebre de cohomologie rationnelle H*({lxX, Q) est une bigebre graduee 
gauche anti-commutative et connexe-autrement dit, une algcbre de Hopf 
commutative et connexe. L'operation qui associe a un lacet y E nxx son 
iteree yk induit un morphisme pk en cohomologie, qui est un endomor-
phisme d'algebre de H*({lxX, Q). 
On peut alors montrer-voir [P2]-que le Q-espace vectoriel 
Hn(n .. x, Q) se decompose en sous-espaces propres Hn,i<axx, Q) associes 
aux valeurs propres ki, i E {1, n], du morphisme 1Jrk. Cette construction a 
une interpretation geometrique elementaire [PI]. Elle peut etre generalisee 
a toute bigebre graduee connexe, et commutative (ou cocommutative, ou 
gauche anti-commutative, ou gauche anti-cocommutative). 
En combinatoire, de nombreux articles se sont attaches recemment a 
etudier les algebres de descentes du groupe symetrique [R], [GR], du 
groupe hyperoctaedral [Bffin 1 ], [BfBn2], [Bn], et plus generalement des 
groupes de Coxeter finis [BffinHT]. Les algebres de descentes, dites aussi 
algebres de Solomon, ont ete introduites par Solomon dans [S]. Leurs 
proprietes sont intimement liees a Ia geometric des groupes de Coxeter et 
aux proprietes de leurs representations. 
Revenons sur les bigebres et considerons le cas particulier de Ia bigcbre 
tensorielle T(X) (dite aussi bigebre des polynomes non-commutatifs) 
associee a un alphabet X a n lettres. La bigcbre T(X) est munie d'une 
graduation si l'on considcre les elements de X comme de dcgre 1. 
L'operateur de projection qui associe a tout element de degre n de T(X) 
sa composante dans le sous-espace propre de T(X) associe a Ia valeur 
propre k; du morphisme 1[rk decrit precedemment, n'est autre que Ia 
projection 1T; etudiee dans [RJ (voir aussi [P2]). 
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Ces operateurs 7T; peuvent etre consideres comme des elements de 
l'algcbre de groupe du groupe symetrique Sn et calcules en utilisant Ia 
combinatoire des descentes [R], [GR]. En d'autres termes, !'etude des 
algebres de descentes des groupes symetriques est intimement lice a celle 
des proprietes de Ia bigebre tensorielle. 
Signalons que les operateurs 7T;, consideres comme elements de l'algebre 
de groupe du groupe symetrique, sont apparus independament de [R) dans 
!'etude de l'homologie de Hochschild et de l'homologie cyclique des 
algcbres commutatives [L]. 
Nous montrons dans cet article comment associer une a/gebre de de-
scentes ii toute bigebre graduee. Cette algebre contient, entre autres, les 
operations etudices dans [P2]. Nous en etudions les proprietes en nous 
guidant sur Ia remarquable description combinatoire de l'algebre des 
dcscentes du groupe symetrique donnce dans [GR]. 
Nous construisons au passage dans l'algebre des endomorphismes de 
certaines bigcbres de nouvelles families d'idempotents parametn!es par les 
partages et les suites de composition des entiers naturels et montrons 
comment interpreter ces idempotents aux termes des resultats de [MM] 
sur Ia structure des bigcbres cocommutatives. 
T AIILE DES MATIERF'S 
I. Rappe Is et notations. 
II. Opthateurs de descente. 
III. La structure des bigebres graduees cocommutatives connexes. 
IV. L'action des operateurs de descente. 
V. Quelques operateurs remarquables. 
l. RAP PELS ET NOT A TIONS 
Nous rappelons brievement certaines definitions et proprietes clas-
siques. 
Pour plus de details, nous renvoyons a [Bo] pour ce qui est des bigebres, 
eta [GR] pour ce qui est de Ia combinatoire du groupe symetrique. 
Dans Ia suite, K designe, sauf precision, un corps commutatif quel-
conque. 
DEFINITION I,l. On appelle bigebre graduee sur K la donnee d'un 
K-espace vectoriel gradue A = $ n eN An et de morphismes lineaires 
gradues: fl: A ®A -+A, TJ: K-+ A, .1: A -+A ®A et E: A -+ K, de 
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telle sorte que: 
(i) (A, II, 71) soit une algebre graduee avec unite. 
(ii) (A, Ll, £) soit une cogebre graduee avec coiinite. 
(iii) Le diagramme suivant soit commutatif: 





ou on note I l'endomorphisme identite de A et T l'endomorphisme de 
A ®A defini par: T(x ® y) = y ® x. 
Par commodite, on supposera en outre dans tout cet article que A est 
de type fini, c'est a dire que chacune des composantes An de A est un 
espace vectoriel de dimension finie sur K. 
La condition (iii) equivaut en fait a exiger que .::1 soit un morphisme 
d'algebres de A dans A ®A ou, de maniere equivalente, que II soit un 
morphisme de cogebres de A ®A dans A. 
Une bigebre graduee A est dite ici commutative (resp. cocommutative), 
si elle est commutative en tant qu'algebre (resp. cogebre). Elle est dite 
connexe si A 0 ""K. 
On peut definir Ia notion de bigebres graduees gauches (resp. gauches 
anti-commutatives, gauches anti-cocommutatives) [Bo]. La definition d'une 
bigebre graduee gauche est Ia meme que celle donnee en 1,1 d'une bigebre 
graduee, a ceci pres qu'il faut definir dans ce cas l'endomorphisme T de 
A ®A par: 
T(x ®y) = (-l)m·ny ®X. 
Les bigebres graduees gauches apparaissent par exemple en topologie 
algebrique, dans Ie calcul de l'homologie ou Ia cohomologie des H-espaces 
-on prefere parter dans ce cas d' a/gebres de Hopf. On peut leur appli-
quer Ies arguments qui vont etre developpes a partir du paragraphe II. 
Afin de ne pas surcharger inutilement Ia redaction de cet expose, nous 
nous restreindrons a Ia consideration de bigebres graduees en laissant au 
lecteur le soin d'adapter nos resultats et demonstrations au cas des 
bigebres graduees gauches. 
Soit A une bigebre graduee. On notera 2'(A) !'ensemble des endomor-
phismes lineaires de A compatibles a Ia graduation. Le produit de 
convolution de deux elements f et g de 2'(A) est l'element f * g de 
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2"(A) defini par: 
Pour ce produit, 2"(A) est une algebre associative unitaire, d'unite 17 o e 
[Bo]. Nous appellerons cette algebre /' algebre de convolution de A. 
L'algebre des endomorphismes lineaires de A designe l'algebre 2"(A) 
pour le produit defini par Ia composition des morphismes. 
Nous utiliserons par ailleurs les notations combinatoires suivantes. On 
dit qu'une suite d'entiers A = (A 1, ••• , Ak) est un partage de n si A est une 
suite croissante d'entiers naturels non nuls de somme n, on notera: A 1-- n. 
Une suite de composition J.L = (J.L 1, ••• , I-Lk) de n est une suite d'entiers 
naturels non nuls de somme n, on notera: J.L F= n. Une suite de composition 
generalisee den est une suite d'entiers naturels v = (v 1, ••• , vk) de somme 
n, on notera alors: v F= 0 n. 
On remarquera que, si J.L est une suite de composition de n, on peut lui 
associer un unique partage A(J.L) tel que les termes des suites J.L et A(J.L) 
soient en bijection. Soient a F= n et {3 I- n, si {3 = A(a) on ecrira a E {3. 
On notera k({3) le nombre de termes d'une suite d'entiers {3 et s({3) Ia 
somme: s({3) := E~~1f3;· Une expression comme: J.L F= s(J.L) signifie simple-
ment que J.L est une suite de composition dont on ne precise pas Ia somme. 
Si a et {3 sont deux suites (finies) d'entiers, on note a + {3 Ia suite 
obtenue en mettant bout a bout les suites a et {3. En d'autres termes: 
JJ. 0PERATEURS DE DESCENTE 
Dans ce paragraphe, A est une bigebre graduee connexe sur K. On note 
In I'endomorphisme de A qui associe a un element de A sa composante 
de degre n. En d'autres termes, In est Ia projection sur An scion Ia 
direction $;,. n A;. On remarquera que 10 n'est autre que 17 o e, )'element 
unite de l'algcbre de convolution 2"(A). 
DEFINITION 11,1. Soit p 1= n. On appellera operateur de descente 
associe a Ia suite de composition p et on notera BP l'endomorphisme de 
A defini par: 
B ==I * · · · *I P P1 Pk<p) 
On notera !A le sous-espace vectoriel de .2'(A) engendre par les 
operateurs de descente. Comme, si p et q sont deux suites de composi-
tion, BP * Bq = Bp+q• !A est une sous-algebre de l'algebre de convolution 
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de A. Nous verrons (Theoreme 11,7) que _rA est stable pour lc produit 
defini par Ia composition des morphismes si A est commutative ou 
cocommutative. 
Ces opcrateurs verifient de nombreuses identites remarquablcs. On 
remarquera que /m o BP = 0 si p I= n et m * n. 
LEMME 11,2. On a l'identite: 
On a en effet: 
In o ( I - lo) * k = L B P • 
pF=n, k(p)~k 
In o (/ - fo) •k = In o ( L I;) •k 
i>O 
=fo( L B) 
n iJ.FS(iJ.),k(iJ.)~k iJ. 
= [no ( L /,(!'-) o B!J.), 
p. F=s(p.), k<p.)~k 
et, comme In o ls<~J.> = 0 si n * s(J.L), on a finalcmcnt: 
In o (I - fo) * k = L In o 8 iJ. = L B iJ.. 
p.F=n,k(p.)~k p.F=n,k(p.)~k 
CoRoLLAIRE 11,3. On a: 
Q.E.D. 
Par definition, on appelle k-ieme operation caracteristique sur A, et on 
note pk I'endomorphisme pk := J*k de A. 
On posera: l[Fnk :=/no J*k. 
CoROLLAIRE 11,4. On a: 
On a en effet: 
pk = I o J*k = I o [(I - I ) + I ] •k 
n n n 0 () 
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(on rappelle que / 0 est element unite de l'algebre de convolution de A) 
Q.E.D. 
Supposons provisoirement que K est de caracteristique rmlle et rap· 
pelons que, si on note s(j, i) le nombre de Stirling de premiere espece de 
coefficients j et i, on a [C): 
( k) 1 ~ ( . . )ki . ="71'--s J,l • J }. i=l 
On a done: 
E k( 1 )' [kE>s(k(p),i)e]Bp 
pt=n p . ,_, 
= E E s(k(p),i) ki. B 
pt=n 1sisk(p) k(p)! P 
E [ E s(k(p),i) B lk; 
i-l pt=n,k(p)".;!i k(p)! P • 
DEFINITION 11,5. Si K est un corps de caracteristique nulle, on definit 
l'endomorphisme e~ de A par: 
" s(k(p),i) e~ := L. k( ' BP. 
pt=n,isk(p) p). 
CoROLLAIRE II,6. Par definition des e~, on a: 
n 
pnk = L kie~. 
i-1 
On peut donner une construction plus algebrique des morphismes e~. 
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Notons e; et appelons projecteur de poids i, l'endomorphisme de A 
dcfini par: e; := 'f.ne~. 
Comme s(k(p), 1) = ( -l)k<pl-t(k(p)- 1)!, on a: 
el=[,(-l)k(p)-1~=[,(-l)k-1[ L BP]· 
p k(p) k k(p)=k k 
D'apres 11,2, cette egalite se reccrit: 
( I I ) •k 
e1 = [,( -l)k-l - 0 =log/. 
k k 
Formellement, on a done: 
'Jrk = J*k = expo log J*k 




II est possible de donner un sens rigoureux a ces identites entre series 
formelles (ces series formelles ne comportent en fait qu'un nombre fini de 
termes non nuts, si l'on se restreint a etudier leur action sur les com-
posantes de A de degre inferieur a un entier m arbitraire). On consultera 
[P2] pour plus de details et des informations et references complementaires 
sur ce point precis. 
A compter de maintenant et jusqu'a nouvel ordre, nous supposons a 
nouveau que K est un corps commutatif de caracteristique quelconque. 
Nous allons maintenant calculer Ia composee de deux operateurs de 
descente. 
Reprenons les notations de [GR]. Si v = (v/)iE[l,nJ,jE[I,mJ est une 
famille de n X m en tiers, on notera c(v) Ia suite de n entiers definie par: 
c;(v) = Ej_ 1v/ et r(v) Ia suite de m entiers definie par: r/v) = 'f.7_ 1v/. 
On note en fin w(v) Ia suite d'entiers obtenue en en levant les termes nuts 
de Ia suite: (vl, vL ... , v~, ... , v'(', ... , v;;'). 
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THEOREME 11,7. Si fa bigebre graduee connexe A est commutative (resp. 
cocommutatiue), pour tous pI= net q I= n, on a: 
BP o Bq = L: Bw<v> 
c(v)=p, r(v)=q 
On remarquera que, si R est un anneau commutatif, Ia formule appa-
raissant au theoreme 11,7. permet de dcfinir pour tout entier nature! n 
une algebre abstraite des descentes de degre n, Descn(R), comme Ia R-
algebre engendree par Ies generateurs BP, p 1= n, soumis aux relations: 
BP o Bq = L: Bw<v>· 
c!v)=p, r(v)=q 
L'algebre Descn(IQ) n'est autre que I'algebre de Solomon du groupe 
symetrique d'ordre n [GR]. Le theoreme 11,7. permet done de considerer 
tout resultat obtenu sur Ies algebres de Solomon comme un theoreme de 
structure pour Ies bigebres graduees connexes et commutatives (resp. et 
cocommutatives). Reciproquement, il peut etre preferable d'effectuer cer-
tains calculs sur I'algebre de Solomon du groupe symetrique Sn comme des 
calculs sur Ies bigebres-ce qui permet de substituer des calculs 
algebriques a Ia manipulation combinatoire de permutations-on compar-
era nos methodes a celles de [GR]. 
Nous allons demontrer Ie theoreme dans le cas commutatif. Le cas 
cocommutatif en resulte par dualite. 
Commen<;ons par noter II[*J (resp. ,.1[*1) I'iteree k-ieme du produit 
(resp. du coproduit), i.e., Ie morphisme de A ®k dans A (resp. A dans 
A®k) defini par recurrence par: 
II[21 :=II, II[*l := II o (I ® II[k -II) 
(resp. ,.1[21 := ..1, ,.:l[kJ = (,.:l[k-1) o l)o ..1). 
Comme A est une algebre graduee, A®k est naturellement munie d'une 
structure d'algebre graduee [Bo]. Nous noterons II<*> son produit et IIi[~> 
I'iteree /-ieme de ce produit. 
Ces notations etant fixees, Ie theoreme 11,7. va resulter du Iemme 11,8. 
LEMME 11,8. On a, pour toute bigebre gradw?e A, pour tous /, j: 
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De ce que le coproduit est un morphisme d'algcbres, on deduit que: 
Supposons alors le Iemme etabli pour tous les I < i. Comme: 
on a aussi: 
Notons alors Ti.i l'endomorphisme de A ®i·i dcfini par: 
Ti·i(xt®···®xt ®xt®···®xi®···®xi ®xi) I 1- I I I 1-1 I 
=x: ® · ·· ®x]_ 1 ®x~ ® ••· ®x{ ® ••· ®x{_ 1 ®x] ® ®x{. 
On a alors en particulier: nU} = (fllil ® fllil)o T 2·i, et done: 
jlilo fllil = [(.Jii-11 0 fllil) ® fl[il) o T2.i o j®i 
= (fllil ® fllil) o ((.Jii-11) ®i ® J®i) o Tz.i o _a®i (i-1) . 
Des definitions, il resulte que: 
et que: 
( n[jJ ® JJiil) o Ti.j = n1n (1-l) (1)' 
ce qui permet de conclure. 
Signalons au passage deux corollaires du Iemme 11,8. (et du Iemme 
"dual": 
_a [I] 0 fllil = ( fllil) ®/ 0 _a [I) (})' 
ou on note .l[jl> l'iteree /-ieme du coproduit de Ia cogebre A®i), que nous 
laissons en exercice-voir [P2] pour plus de details. 
CoROLLAIRE 11,9. Si A est une bigebre graduee commutative ou cocom-
mutative connexe, on a: 
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CoROLLAIRE 11,10. Sous les hypotheses de 11,9. et si K est en outre de 
caracteristique nulle, on a: 
On rappelle que, si a et b sont deux elements d'un ensemble, Ie 
symbole de Kronecker assode a a et b, 8b est nul si a * b et est egal a 1 
sinon. 
Le corollaire 11,10. peut s'enoncer de Ia maniere suivante: les pro-
jecteurs de poids i definissent une famille de projecteurs orthogonaux. 
Compte tenu de 11,6., its decomposent A en sous-espaces propres sous 
/'action des operations caracteristiques pk. 
On posera AU> := e; ·A; l'espace vectoriel Au> s'identifie done au 
sous-espace propre de A pour Ia valeur propre k; du morphisme 1Jtk. 
Revenons-en maintenant a Ia preuve du theoreme 11,7. 
Soient p et q deux suites de composition de n. On a: 
B o B = (I * · · · *I ) o (I * · · · *·I ) P q Pi Pkipl ql qklol 
= []!k<P>l o (I ® ••• ®I ) ® J!k<P>l o []!k<q>J 
Pi Pkipl 
o (I ® • • • ® I ) o J!k<q>J q, qk(q) 
= []!k<P>l o (I ® ••• ® I ) o []lk<q>J o ( Jlk<P>l) ®k<q> 
Pi Pkipl (k(p)) 
Comme 
( I ® • · · ® I ) o Jlil 11 1 II; ' 
vl=0 n, k(v)~i 
on a: 
J!k<P>l"k<ol o (I ® · · · ®I ) 
q, qk(q) 
= [ E 1.,1 ® 
v;l=o q;, k(vi)~k(p) 
... ® I I ® ... ® I k(q) ® ••• ® I k( )] 
"k(p) .,, "kl~) 
0 ( J[k(p)]) ®k(q) 
L: (I.,, ® · • • ® I.,l(p) ® · · · ® 1.,t<•, ® • · • ® I.,zl~l) 
v;l=u q;, k(v;)=k(p) 
0 ( J[k(p)]) ®k(q) 
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Comme Ie coproduit est coassociatif, on a tout d'abord: 
( J[k(p)]) ®k(q) 0 J[k(q)] = J(k(p)·k(q)J. 
Par ailleurs, le morphisme: 
est nul sauf si "l + · · · + "f<q> = p 1, ••• , "k<P> + · · · + ~~z:~~ = Pk<P>; et est 
egai a nlNZ~lo<J., 1 ® ••• ® Ivtl:l> dans ce cas. 
Comme Jllk<P>l o Jllk<q>J Jllk<p>k(q)J (Ie produit est par hypothese com-
<k<P» 
mutatif!), on a finalement: 
B o B = Jllk<p>k<q>J o ( " I , ® 1, ® · • • ® I k("') o Jl"< P>k<q>J P q i...J "t v2 vk(p) 
c(v)=p, r(v)=q 
I I * I· * ... * I k(</), Vt v2 vk(p) 
c(v)=p, r(v)=q 
Le theoreme resulte pour finir de ce que Io est !'element unite de l'algebre 
2'(A) et que done, pour tout "• c(v) = p, r(v) = q, on a: 
I.,1 * • • • * l.,k(q) = J. .. lv)' l k(p) t,ll\ Q.E.D. 
Sous les hypotheses de Il,7., !A est done stable pour le produit defini 
par Ia composition des morphismes. On l'appellera I' algebre des descentes 
de A. 
III. LA STRUCTURE DES BIGEBRES GRADUEES 
COCOMMUTATIVES CONNEXES 
Dans ce paragraphe, A designe une bigebre graduee cocommutative 
connexe sur un corps K de caracteristique nulle. 
On rappelle qu'un element X de A est dit primitif s'il satisfait a: 
J( X) =X ® 1 + 1 ®X. 
L'ensemble Prim(A) des elements primitifs de A est un sous-espace 
vectoriel gradue de A. Pour Ia structure d'algebre de Lie sur A induite 
par Ia structure d'algebre associative de A, Prim( A) est en fait une 
sous-algebre de Lie de A. Plus precisement, Prim( A) n'est autre que A11J, 
le sous-espace propre de A pour Ia valeur propre k de !'operation 
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caracteristique 1fr"-Ia verification de ces proprietes est eiementaire, nous 
Ia laissons en exercice. Voir [P2] pour plus de details. 
Un theoreme classique [MM] montre que A est isomorphe en tant que 
bigebre a U(A<I)), l'algebre enveloppante de l'algebre de Lie A(l). On 
rappelle que U(A!ll) a une structure de bigebre cocommutative pour le 
coproduit induit par le morphisme d'algebre de Lie: 
A 0 l,...... Am X A(l), 
x ...... (x,x). 
Ce paragraphe donne une nouvelle demonstration de ce theoreme. J'en 
dois !'idee a Pierre Cartier. 
Nous traitons le cas d'une bigebre cocommutative, mais Ia demonstra-
tion s'appliquerait une fois de plus telle quelle au cas d'une bigebre 
graduee gauche anti-cocommutative (dans le langage de Ia topologie: au 
cas d'une algebre de Hopf cocommutative). 
En fait, plus encore que de Ia proposition 111,1. elle-meme, nous aurons 
besoin dans Ia suite de cet article des differents lemmes intervenant dans 
Ia demonstration de cette proposition. 
PROPOSITION III,l. La bigebre A est isomorphe a l'algebre enc.•eloppante 
de l' algebre de Lie Am. 
Comme annonce, le reste de ce paragraphe est consacre a Ia demonstra-
tion de cette proposition. 
LEMME III,2. L'operation caracteristique lJf" est un endomorphisme de 
cogebre cocommutative de A. 
Cela resulte immediatement de ce que, comme A est cocommutative, Ie 
produit de convolution de deux endomorphismes de cogebre de A est 
encore un endomorphisme de cogebre de A (on rappelle que 1fr" == /*"). 
L'espace vectoriel A 0 " est un espace vectoriel gradue pour Ia gradua-
tion induite par Ia graduation de A. Definissons sur A 0 " une autre 
graduation: si pour tout i E [1, k], X; E A<a;l, l'element x 1 ® • • • ® x" 
sera dit de poids [.~~ 1 a;. 
Si a = (ap ... , ak) est une suite d'entiers, on posera: 
A( a) := A(a,) ® • • • ® A(ak), 
On rappelle que AU> est le sous-espace propre de A pour Ia valeur propre 
ki de l'operateur 1Jt". 
On remarquera que, comme A se decompose en sous-espaces propres 
sous !'action de 1Jt1, A 0 " se decompose egalement en sous-espaces propres 
sous !'action de (1/1' 1)®". Compte tenu de 111,2., !'image par .:11"1 d'un 
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element de Au> appartient au sous-espace propre de A®k assocte a Ia 
valeur propre I; de l'operateur (1Jr 1)®k. D'ou le corollaire 111,3. 
CoROLLAIRE 111,3. L'image par Ll(k) d'un etement de A(i) est un etement 
de poids ide A®k. 
En d'autres termes, on a: 
aF0 i,k(a)=k 
CoROLLAIRE 111,4. La restriction a A(k) du morphisme (e 1)®l 0 ..::1[1] est a 
valeurs dans (A< 1>)®k si k = I; elle est nulle sinon. 
La restriction de ..::1[/] aA(k) est en effet a valeurs dans EBO<Fuk. k(a)=/A(a). 
Le morphisme (e 1 )® 1 est nul sur A<"'> sauf si a = (1, ... , 1), d'ou le 
corollaire. 
Nous noterons Sym(A< 1>) Ie sous-espace vectoriel des tenseurs symetri-
ques de l'algebre tensorielle T(A< 1>) [Bo]. On pose: Symk(A<I)) := 
Sym(AOl) n (A0 l)®k. Comme Ie coproduit est cocommutatif, et compte 
tenu de 111,4., Ia restriction a A<k> du morphisme (e 1 )®k o Llfkl (resp. 
(e 1)®l 0 ..::1[/l, I* k) est a valeurs dans le sous-espace vectoriel Symk(A0 ') 
de (A0 >)®k (resp. est nulle). 
PROPOSITION III,5. Le morphisme I:k((e 1)®kjk!)o Ll[kJ de A dans 
Sym(A0 ') est un isomorphisme d'espaces vectoriels. L'isomorphisme 
reciproque est le morphisme lis de Sym(A0 >) dans A induit par le produit. 
On notera S le morphisme I:t<(e 1)® 1jl!)o Llf'l. 
Remarquons d'abord que, comme Ies idempotents e; sont deux a deux 
orthogonaux, Ia restriction a A<k> := ek ·A de e1 = (e 1)* 1jl! = 
li[/] o((e 1)® 1jl!)o ..::1[/] est egale au morphisme identite si k =I et est nulle 
sinon. L'endomorphisme lis o S de A est done egal au morphisme identite. 
II nous suffit pour etablir Ia proposition de prouver que l'endomor-
phisme So lis de Sym(A<lJ) est egal a l'identite. 
On remarquera d'abord que le morphisme ((e 1)®1jl!)oLlf1lolifkJ de 
Symk(A< 1>) dans Sym 1(A<n) est nul si I> k et est egal a l'identite si k =I 
(utiliser Ia version duale du Iemme 11.8.: 
( li[k]) ®I 0 ..::1[/] = ..::1[/] 0 li[k). (k) ' 
Ie calcul est un calcul standard sur des suites de compositions generalisees, 
a Ia maniere de 11,7.). 
Notons ik )'inclusion de Symk(A0 >) dans Sym(A0 >). Compte-tenu de ce 
qui precede, le morphisme s 0 lislk - ik est a valeurs dans 
E9 1<kSym 1(A0 >); ou on note Solislk Ia restriction a Symk(A<I)) du 
morphisme s 0 lis. 
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Soit n un en tier arbitraire, Ia restriction de s 0 fls a ~Is. n Symi(A0 >) 
est done unipotente. Le morphisme So fls est par consequent inversible; 
en particulier le morphisme lis est inversible a gauche. 
Finalement, comme fls o S est egal au morphisme identite de A, on a: 
lis= lis o So lis. 
Le morphisme lis etant inversible a gauche, s 0 lis est egal a l'endomor-
phisme identite de Sym(A< 1>). Q.E.D. 
Revenons-en a Ia demonstration de la proposition Ill,l. 
D'apres 111,5., lis est un isomorphisme d'espaces vectoriels gradues. II 
se factorise sous la forme: 
ou p est I'isomorphisme canonique d'espace vectoriel entre l'espace 
vectoriel des tenseurs symetriques et I'algebre enveloppante et oil flu est 
Ie morphisme de bigebres de U(A< 1>) dans A induit par l'inclusion de Ao> 
dans A. 
De ce que lis est un isomorphisme d'espaces vectoriels, on deduit que 
liu est un isomorphisme de bigebres, ce qui acheve la preuve de III,l. 
On remarquera qu'un corollaire elementaire de III,l. est que A est 
engendre en tant qu'algebre par A(l). 
En particulier, les elements de Ia forme XI ••••• xk •= fl[k] 
(x 1 ® · · · ® xk), oil x 1 ® · • • ® xk E (A0 >) 0 k engendrent A en tant 
qu'espace vectoriel. Nous allons voir comment se calcule l'action des 
operateurs de descente sur ces elements-ce qui nous permettra au 
passage de decrire l'action des operateurs de descente sur A, question 
laissee en suspens jusques-Ia. 
IV. L' ACfiON DES OPERATEURS DE DESCENTE 
Dans ce paragraphe et le suivant, A est une bigebre graduee cocommu-
tative connexe sur un corps de caracteristique nulle. 
Si J-1. = (J-1. 1, ••• , J..t 1) est une suite de composition J-1. I= n, on appelle 
monome de Lie de type J..t tout element de A de Ia forme: 
X= X ..... X X· E A(l) I I' I !L; • 
Un polynome de Lie est une combinaison lineaire de monomes de Lie. 
Calculons !'action de l'operateur de descente BP, p 1= n, sur le monome 
de Lie X= XI ' ' '' 'XI de type J-1. associe a une suite (XI, ••• , XI) d'e)e-
ments de A(l), ou X; e A~;. 
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On a: 
B(x)=(I *"'*I )ofll1l(x ®···®x) p PI Pk(pl I I 
= fl(k(p)] o {IPt ® • .. ® /Pk<J o ( fl[/1) ®k(p) o .:1~7{pl]( X I ® • • • @XI) 
(utiliser Ia version duale du Iemme 11,8). 
Si a (a 1, ••• , am) est une suite de composition generalisee ou a 1 E 
[0, /], on posera x 0 := 1 et x •= x · · · · · x . On Jaisse au Iecteur le a a 1 am 
soin de verifier que, comme X; e A(l), on a: 
( fll1l)®k(pl o Jlk<p>l(x ® .. • ® x) = (/) I I 
ou (a 1, ••• , ak<P>) decrit )'ensemble des suites de suites de composition 
generalisees satisfaisant aux conditions: 
(i) k(ai) = l pour tout i E [1, k( p )] 
(ii) ViE (1, k(p)], Vj E (1, /], a) E [0, /]. 
(iii) La suite de composition generalisee a 1 + · · · + ak<P> contient 
une et une seule fois chacun des entiers 1, ... , I. 
(iv) Si I' on enleve les termes nuls de Ia suite a 1, i e [1, k(p )], Ia suite 
obtenue est une suite croissante d'entiers. 
Remarquons alors que: 
I ® ... ® I (X l ® ... ® X"k(pl) Pt Pl<<pl " 
est nul sauf si: ViE [1, k(p)], [.e 11 , 11 • .. •,. 0 J.L,.; = p1• 
Soit maintenant f E [1, k(p )]d,/J (i.e.,1 soit un morphisme d'ensembles f 
de [1,1] dans [l,k(p)]). On notera f,- 1 Ia suite ordonnee (strictement 
croissante) associee a I' ensemble r 1({i}). On dira enfin que f est un 
J.L, p-morphisme et on notera f e p~' si: 
ViE [1, k( p)], P; = E J.Lj• 
f(j)=i 
Avec ces notations et compte-tenu des calculs precedents, on a finale-
ment Ia proposition IV,l. 
PROPOSITION IV, 1. Soit X = X I • • • • • X I un monome de Lie de type J.L 
ou J.L I= n, k(J.L) l. Soit p I= n. Alors: 
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V. QuELQUEs oPERATEURs REMAROUABLES 
Si J.L est une suite de composition, on posera: 
Notons sym Ia projection canonique de T(A(I)) sur Sym(A<n) [Bo]. Si A 
est un partage, posons enfin: Sym"(A<lJ) := sym(A~11 ). 
On remarquera qu'on a, par definition de Sym(A01), l'identite: 
V J.L E A, J.L F= s( A): 
Par ailleurs, on a aussi: Sym(A(I)) = EBneN EB .~r-n Sym"(A<n). 
Notons A" !'image de Sym"(A(I)) par le morphisme fl5-voir 111,5. 
Comme Sym"(A(I)) c Symk(A)(A<I)), c'est une consequence de 111,5. que 
A" cA<k<A». 
Comme 115 est un isomorphisme, on a en outre: 
Nous allons nous attacher dans ce paragraphe a montrer que Ia projec-
tion sur A" selon E9 13,. AA 13 est un element de !A et definir et etudier au 
passage diverses families d'elements remarquables de !A. 
Si J.L est une suite de composition de n, definissons tout d'abord 
!'element 1,_,. de !A par: 
Ordonnons alors les operateurs de descente et les operateurs /,_,. de Ia 
maniere suivante: 
• si s(J.L) < s(v), on pose B,_,. < Bv et /,_,. < lv. 
• si s(J.L) = s(v) et k(J.L) < k(v ), on pose: B,_,. < Bv et 1,_,. < (. 
• si s(J.L) = s(v) et k(J.L) = k(v ), on pose B,_,. < Bv et /,_,. < Iv si le mot 
J.L 1 ••• Jlk<,.,.> est plus petit que le mot v 1 • • • "k<v> selon l'ordre lexi-
cographique (i.e., si le plus petit i tel que Jl; * "; est tel que: Jl; < vJ 
LEMME V,l. II existe une matrice .T trigonale, dont les coefficients 
diagonaux sont egaux a 1, a coefficients rationnels et independante de A 
permettant de passer de Ia famille ordonnee (8,_,.) a Ia famille ordonnee U,_,.) 
d' elementS de }; A. 
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Le Iemme resulte immediatement de Ia definition des morphismes /~-'. 
On a en effet, d'apres 11,5: 
B 
e' =I + L ( -l)k<p>-• _P_ 
n n p~n. k(p)~Z k( p) . 
On a done /~-' = B~-' + B', oil B' est combinaison lineaire d'operateurs de 
descente Bv, avec Bv > B~-'. Q.E.D. 
On remarquera que les coefficients de T peuvent etre calculcs explicite-
ment. 
CoROLLAIRE V,2. La famille (/~-') engendre !A. 
Par definition, les BIJ. engendrent .!A. Le corollaire resulte immcdiate-
ment de ce que T est inversible. 
Nous allons voir que Ia nouvelle famille gencratrice U) de !A est sous 
certains rapports plus simple a manipuler que Ia famillc (B~-'). 
Calculons par exemple /~-' o Iv, ou J..L et v sont deux suites de composi-
tion telles que A(J..L) = A(v). Posons k == k(J..L), on a alors: 
I o I = fllkJ o e 1 o .jlkJ o fllkJ o e 1 o .jlkJ 
IL " 1L " 
= fl!kJ o e' o ( fllkl) ®k o .;!lkJ o e' o .;!lkJ. 
IJ. (k) v ' 
oil on pose: e 1 == e 1 ® • • • ® e 1 • 
IJ. ~-'l 1-'k(l') 
Notons a Ia maniere de IV,l. J..Lv l'ensemble des automorphismes de 
[1, k] tels que f E J..Lv si et seulement si: Vi E [1, k ], J..L; = "r '<il" 
Si g E [1, k]fl,kl, on notera encore, par abus, g l'endomorphisme de 
A®k defini par: 
Comme le coproduit est cocommutatif, on verifie d'abord que: 
e! o .jlkJ =go e~ o .jlkl. 
Comme, par ailleurs: 
e! o ( fllkl) ®k o .j\H o e~ o .;!lkl = L foe~ o .jlkl 
{EIJ." 
Oe calcul est le meme que celui de Ia preuve de IV, 1.), on a: 
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et, pour finir: 
I~'- o I~ = fl[kJ o [IJ.L"Ie~ o J[kJ] = IJ.L"II~'-. 
En fait, IJ.L~I ne depend que de A= A(J.L) = A(v). Plus precisement, si 
A 1- n et 1 = A1 = · · · =A;,. 2 = A;l+' = · · · = A;,+;2 , ••• , n = 
A; + ... +i = · · · =A;+ ... +i, alors IJ.L"I = i 1! · • · in!. On notera ce n~mbre ;;(A). I n 
PROPOSITION V,3. Soient J.L et v deux suites de composition telles que 
k(J.L) = k(v ). Alors, on a: 
Io/=u(A)·I 
... ~ !J. si A= A(J.L) = A(v) 
sinon. 
Nous laissons Ia seconde identite en exercice. 
PROPOSITION V,4. Soit A un partage. La projection sur AA selon Ia 
direction $ f3 p A A {3 est donnee par I' element E A de ! A defini par: 
1 
EA := -- L I. 
k(A)! !J.FS(A),!J.EA iJ. 
D'apres 111,5., le morphisme: 
( I) ®k(A) 1 
I o fl[k<A>J o e o J[k<A>J = -- L I 
s(A) k(A)! k(A)! f3F=s(A),k(f3)=k(A) {3 
L E ... , 
!J. f-s(A), k(!J.)=k(A) 
est l'operateur de projection sur le sous-espace vectoriel As<A> n A<k<A» de 
A selon Ia direction 
A. nA<jJ l • 
i +s(A) ou j +k(A) 
D'apres 111,5. encore, 
et A,( A) n A<k<AH = 
Verifier que E13 est a valeurs dans Af3 ne presente pas de difficulte. 
Reste a verifier que, si {3 1- s(A), k(f3) = k(A) et {3 =F A, alors Ia restriction 
de E/3 a AA est nulle-mieux encore, il suffit de verifier que Ia restriction 
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de Il-L a AA est nulle pour tout J.L F s(A), k(J.L) = k(A), J.L (/:A. La proposi-
tion resultera alors de ce que les sous-espaces vectoriels A P sont en 
somme directe. 
II suffit finalement de montrer que !'expression: 
[Jikl o e' o ,a!kJ o [Jikl(x ® .. • ® x ) 
p. I k ' 
ou k := k(A) = k(J.L), et ou x 1 E A~> avec a F= s(A), a E A, est nulle si 
J.L ft A. Ce type de calcul nous est dcsormais familier (c'est a quelques 
details pres le meme que celui de Ia proposition IV.l par exemple). Nous 
le laissons en exercice. 
Signalons pour finir quelques proprietes multiplicatives des morphismes 
I~< et EA dans l'algebre des descentes J;A. Ce sont evidemment, comme 
pour Ia proposition V,3., les proprietes duales de celles que A. Garsia et 
C. Reutenauer ont etabli au theoreme 4,2. de [GR] pour l'algebre de 
Solomon. 
PROPOSITION V,5. Soient J.L F= s(J.L), f3 1- s(f3), avec k(f3) = k(J.L). 
Posons A := A(J.L), on a: 
La proposition V,5. resulte des calculs precedents, de Ia proposition 
V,3. et de la definition des morphismes £,... Le seul point non immediat 
est Ia premiere identite, ou il faut verifier que, si A = f3: 
l{v F= s(A), A(v) =A} I= k(A) !u(A) 1• 
Signalons pour finir Ia parution du tres bel ouvrage de C. Reutenauer sur 
l'algebre de Lie libre: "Free Lie Algebras," Clarendon Press, Oxford 1993. 
On y trouvera en particulier une etude detaillee de l'algebre de Solomon, 
envisagee du point de vue des bigebres tensorielles. Le lecteur est vive-
ment engage a s'y reterer. 
Signalons aussi [MR] ou l'on trouvera une approche de I'algebre des 
descentes hyperoctaedrale en termes de produits de convolution. 
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